Лабораторная работа 8
Нелинейная, непараметрическая, пошаговая и кластерная регрессия
Задание 

1. Разработать блок-схему проведения регрессионного анализа в соответствии с вариантом.
2. Оформить отчет

Нелинейная регрессия
В итерационных процедурах нелинейного регрессионного анализа решение оптимизационной задачи методом наименьших квадратов связано с выбором начального приближения 

. Для реализации этого выбора используется ряд приемов: «поиск на сетке»; вспомогательное (линеаризующее) преобразование модели; разбиение имеющейся выборки на подвыборки; разложение регрессионной функции в ряд Тейлора. Общего правила, пригодного для всех возможных нелинейных функций 

, не существует. Каждый раз приходится искать свое решение. Рассмотрим некоторые способы нахождения грубых начальных приближений, которые на практике могут служить отправной точкой поиска удовлетворительных приближений в конкретной задаче.

Поиск начального приближения для итерационных процедур. Особенно эффективен этот метод при небольшом числе собственно нелинейных параметров. Часто функции устроены так, что при фиксации значений одних параметров (которые и называем собственно нелинейными параметрами) остальная часть параметров становится линейной. Задаваясь тогда нижней и верхней границей для нелинейных параметров, с некоторым шагом можно устроить перебор вариантов на полученной сетке значений этих собственно нелинейных параметров и выявить ту линейную регрессию, которая приводит к минимальной сумме.

В качестве примера рассмотрим функцию:
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Здесь собственно нелинейным параметром будет 

. Допустим, известно, что 
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. Пусть h - шаг для параметра 

. Вычислим 
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 и найдем для каждой из них минимальную сумму квадратов. Наименьшей из них соответствует оптимальное начальное приближение. В принципе шаг h, от  которого зависит «густота» сетки, может варьироваться, так что за счет уменьшения величины h значения параметров могут быть найдены с любой точностью.

Непараметрический подход в регрессионном анализе
На практике не всегда удается найти подходящий аналитический вид регрессионной зависимости. Использование стандартных классов функций может привести к заметной систематической ошибке. Для избежания этого используют методы локального оценивания регрессии (так называемые непараметрические) или же разбивают область возможных значений на несколько частей и строят свое аналитическое описание регрессионной зависимости.

Классический подход в регрессионном анализе опирается на: предположение о том, что M(y\x) как функция, представима в виде параметрического семейства f(x,

) и требование постоянства дисперсии 

 случайной ошибки. Если эти допущения нарушаются, то меньшее смещение при оценивании f(x) дает непараметрический подход, в котором первое предположение заменяется на более слабое: f(x) - непрерывная и гладкая функция; а второе - на требование о непрерывности 

.

Простейшая непараметрическая оценка 

строится в окрестности точки x0 при предположении, что f(x) в окрестности точки x0  постоянна. При построении оценки f(x0) используется не вся выборка, а только ее часть: совокупность пар (xi,yi), для которых xi

O(x0):






или ее обобщенный вариант:




где 

,

b - параметр масштаба, задающий окрестность O(x0);



 - функция, стремящаяся к 0 при бесконечно больших значениях аргумента. Например, 

=exp(-u2/2), 

=1/(1+ u2).

Пошаговая регрессия
Во многих случаях применения регрессионного анализа экспериментатор не имеет достаточной информации о порядке независимых переменных x(1),..., x(p) по их важности для предсказания независимой переменной Y. Проверка гипотезы H0: (i=0 для переменной x(i), i=1,..., p, также не дает такой информации.

Поскольку статистикой, измеряющей эффективность набора независимых переменных как предикторов, служит множественный коэффициент корреляции, одно из решений упомянутой выше проблемы сводится к регрессии Y по всем возможным подмножествам независимых переменных и выбору наилучшего подмножества согласно следующей процедуре. 

Среди всех подмножеств переменных размерности k, k = 1,..., p, выбирается подмножество Sk, которому соответствует наибольшее значение множественного коэффициента корреляции. Для подмножества S1 проверяется гипотеза о том, что добавление оставшихся p-1 переменных не улучшает предсказание Y. Если эта гипотеза отвергается, то проверяется аналогичная гипотеза о том, что добавление в подмножество S2 оставшихся р-2 переменных не улучшает предсказание Y. Такая проверка последовательно применяется до тех пор, пока для некоторого подмножества Sm , 1 ( m ( p, не принимается гипотеза об отсутствии улучшения предсказания Y при добавлении p-m оставшихся переменных. Подмножество Sm является наилучшим подмножеством переменных для предсказания Y, поскольку: a) ему соответствует наибольшее значение коэффициента множественной корреляции среди всех подмножеств размерности m; б) добавление оставшихся p-m переменных не улучшает значимо предсказание Y.

Если число независимых переменных велико, такой подход для определения наилучшего подмножества практически бесполезен даже при применении компьютеров нового поколения. Когда число переменных равно p, имеется 2p-1 регрессионных  уравнений.

Одним из решений является пошаговая регрессия (прямая), когда независимые переменные одна за другой включаются в подмножество согласно предварительно заданному критерию. В то же время некоторая переменная может быть заменена другой переменной, не входящей в набор, либо удалена из него. Совокупность критериев, определяющих, какие переменные включать, заменять и удалять, называется пошаговой процедурой.

С помощью пошаговой процедуры получается упорядоченный список предикторов. Например, если p=5, такой список может иметь вид  X2, X5, X1, X4 и X3. Для определения «наилучшего» подмножества из этого списка выбираются m ( p первых переменных так, чтобы они возможно лучше предсказывали Y и их число m было по возможности меньше.

Кластерная регрессия 

Как правило, классификация не является конечной целью исследования, а выступает, как некоторый промежуточный этап, необходимый в той мере, в какой он поможет достижению внешней суперцели. Т.е разбиение осуществляется на такие группы, которые обладают определенными фиксированными свойствами, не обязательно связанными с понятием геометрической близости объектов. При этом разные целевые установки порождают разные разбиения.

Какие же ставятся цели? Наиболее популярной является так называемая кусочнопростая аппроксимация: разбить совокупность на группы так, чтобы суммарная ошибка прогноза по регрессионным уравнениям в группах была минимальной. При поиске требуемых разбиений в методах кусочной аппроксимации используют результаты решения задачи кластеризации, а затем идет корректировка в сторону минимизации ошибки. Построенная модель носит название типологической регрессии, или кластерной регрессии.

Кусочно-простую аппроксимацию дополняет так называемый интенсиональный анализ: требуется найти такое максимальное подмножество исходного множества объектов, которое обладает свойствами, интересующими исследователя.

В случае явной неоднородности совокупности, если имеются точки с выраженными четко тенденциями, лучше использовать кусочные методы. А если в данных слабо выражены сгущения, то лучше интенсиональный анализ.

Два способа аппроксимации линейной зависимости. кусочно-линейная (рисунок 1-а);  интенсиональный статистический анализ(рисунок 1-б).
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	Рисунок 1 – Результаты а) кусочно-простой аппроксимации; б) интенсионального анализа.


Примеры постановок задач интенсионального анализа.

1 Пусть требуется построить уравнение регрессии с точностью не ниже заданной. Точность является оптимизируемым параметром.

2 Пусть требуется построить кусочно-линейный прогноз с точностью, заданной заранее. Выделится зона, где такой прогноз возможен, т.к. совокупность может быть засорена различными нетипичными наблюдениями.
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